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Monty Hall



Monty Hall

� Le jeu oppose un présentateur à un candidat (le joueur). Ce joueur est placé 
devant trois portes fermées. Derrière l'une d'elles se trouve une voiture (ou 
tout autre prix magnifique) et derrière chacune des deux autres se trouvent 
une chèvre (ou tout autre prix sans importance). Il doit tout d'abord désigner 
une porte. Puis le présentateur ouvre une porte qui n'est ni celle choisie par le 
candidat, ni celle cachant la voiture (le présentateur sait quelle est la bonne candidat, ni celle cachant la voiture (le présentateur sait quelle est la bonne 
porte dès le début). Le candidat a alors le droit ou bien d'ouvrir la porte qu'il a 
choisi initialement, ou bien d'ouvrir la troisième porte.

� Les questions qui se posent au candidat sont :

� Que doit-il faire ?

� Quelles sont ses chances de gagner la voiture en agissant au mieux ?



Monty Hall : solution Bayesienne

� Supposons choisit la porte 1, quels sont les états de la nature 

possibles pour représenter l’incertitude restante?

� Etats (1,2) (Voiture en 1 et Présentateur désigne 2), (1,3), (2,3), (3,2)

� Quelles probabilités?

P((1,2) , (1,3))=P((2,3))=P(3,2)=1/3� P((1,2) , (1,3))=P((2,3))=P(3,2)=1/3



Monty Hall : solution Bayesienne

� Supposons choisit la porte 1, quels sont les états de la 

nature possibles pour représenter l’incertitude 

restante?

� Etats (1,2) (Voiture en 1 et Présentateur désigne Etats (1,2) (Voiture en 1 et Présentateur désigne 

2), (1,3), (2,3), (3,2)

� Quelles probabilités?

� P((1,2) , (1,3))=P((2,3))=P(3,2)=1/3

� P((1,2))=a.1/3 , P((1,3))=(1-a).1/3 



Monty Hall : solution Bayesienne

� Supposons le présentateur ouvre la porte 2. Qu’est ce 

que cela signifie.

� Signal qui indique que le vrai état du monde est soit 

(1,2) soit (3,2).(1,2) soit (3,2).

� Révision par la règle de Bayes des croyances

� P((1,2)| ((1,2),(3,2)))=(a/3)/(a/3+1/3)=a/(a+1) (=1/3 

pour a=1/2)

� P((3,2)| ((1,2),(3,2)))=1/(a+1) (=2/3 pour a=1/2)



Information

� Signal corrélé avec le vrai état de la nature

� Révision des croyances probabilistes par la règles de 

Bayes

� Exemples :� Exemples :

� Pour un médecin, symptômes du patient = signal sur 

la présence de maladies

� Pour un géologue, couches géologiques rencontrées 

par forage = signal sur la présence de pétrole



Pourquoi la règle de Bayes

� Signal = Partition de l’ensemble des états de la nature

� Argument 1: Cohérence des croyances

� Si apprend E, pour F et G inclus dans E,    

PE(F)/PE (G)=P(F)/P(G)PE(F)/PE (G)=P(F)/P(G)

� PE(E
C)=0, PE(E)=1

� Alors pour tout F, PE(F)=PE(E   F)+ PE(E
C F)= 

PE(E   F)

or PE(E   F) /PE (E)=P(E   F)/P(E) donc PE(F)= P(E   

F)/P(E) 



Pourquoi la règle de Bayes

Argument 2 : Fondement axiomatique  



Pourquoi la règle de Bayes

Argument 2 : Fondement axiomatique  



Biais dans le traitement des 

probabilités
� Exemples trouvés dans les journaux :

� 50 % des accidents en sport concernent le football : le 

football est le sport le plus risqué!football est le sport le plus risqué!

� 70 % des accidents de vélo concernent des garçons : 

les garçons prennent plus de risque en vélo!



Biais dans le traitement des 

probabilités
� Kahneman Tversky (1972)

� "A cab was involved in a hit and run accident at night. Two 

cab companies, the Green and the Blue, operate in the city. 

85% of the cabs in the city are Green and 15% are Blue. A 

witness identified the cab as Blue. The court tested the witness identified the cab as Blue. The court tested the 

reliability of the witness under the same circumstances that 

existed on the night of the accident and concluded that the 

witness correctly identified each one of the two colors 80% of 

the time and failed 20% of the time. What is the probability 

that the cab involved in the accident was Blue rather than 

Green?" 



Biais dans le traitement des 

probabilités
� Réponse par la règle de Bayes : 

P(B|b)=P(B&b)/(P(B&b)+P(G&b)

= (0,15x0,8)/(0,15x0,8+0,85x0,2)

= 0,12/(0,12+0,17)= 0,12/(0,12+0,17)

= 0,41



Biais dans le traitement des 

probabilités
� Réponse par la règle de Bayes : 

P(B|b)=P(B&b)/(P(B&b)+P(G&b)

= (0,15x0,8)/(0,15x0,8+0,85x0,2)

= 0,12/(0,12+0,17)= 0,12/(0,12+0,17)

= 0,41

� Poids trop faible accordé aux données probabilistes initiales!

� L’inverse est aussi possible (conservatisme)



Structure d’information : définition 

formelle



Structure d’information : comparaison 

statistique



Structure d’information : comparaison 

statistique



Interprétation de la notion de 

statistiquement suffisant 
� Comme si c’était un brouillage de 

l’information

équivalent  en termes de probabilités pour les messages  



Interprétation de la notion de 

statistiquement suffisant 
� Les probabilités conditionnelles sont plus dispersées 

avec le message statistiquement suffisant



Exemple

Moindre dispersion pour le second message

0 1

Proba de s1

Moindre dispersion pour le second message



Exemple



Définition de la valeur de 

l’information



Valeur de l’information

Valeur de l’information est positive, car  on peut ne pas s’en 

servir
(a contrario : anxiété cf Caplin et Leahy 2001. "Psychological Expected Utility 

Theory And Anticipatory Feelings," The Quarterly Journal of  Economics, MIT 

Press, vol. 116(1), pages 55-79)



Théorème de Blackwell



Preuve dans le sens facile



Preuve dans le sens facile



Suite de l’exemple



Suite de l’exemple : en l’absence 

d’information



Suite de l’exemple : avec information



Propriétés de la valeur de 

l’information
� « plus informatif que » est un ordre extrêmement 

partiel sur les structures d’information
voir

Athey et Levin (2001) “The value of information in Monotone Decision 
problems”problems”

Nicola Persico (2000) Information acquisition in auctions”, pp. 135-148, 68, N°1 
Econometrica



Propriétés de la valeur de 

l’information
� Demande pour l’information? 

� Lien entre aversion au risque et information?

� Mauvaises propriétés!



Propriétés de la valeur de 

l’information : un exemple



Propriétés de la valeur de 

l’information : un exemple



Information et irréversibilité

Effet irréversibilité : 



Information et irréversibilité : modèle 

simple



Information et irréversibilité : modèle 

simple



Information et irréversibilité : modèle 

simple



Information et irréversibilité : modèle 

simple



Information et irréversibilité : modèle 

simple



Information et irréversibilité : modèle 

simple



Principe de précaution

� Modèles cherchant à étendre fonder le Principe de 

précaution



Comment des médecins utilisent-ils 

l’information apportée par un test?
� Enjeux de l’étude :

� Prise en compte des effets de contexte

� Etude des comportements des praticiens

� Développement de technique d’aide à la décision� Développement de technique d’aide à la décision



Premiers résultats

� Cadre : service de pédiatrie, décision concernant le 

traitement des enfants entre 3 mois et 3 ans présentant 

une fièvre, utilisation routinière d’un marqueur (CRP)

� Données recueillies : probabilités subjectives sur la 

présence d’un Infection Bactérienne Sévère (avant et présence d’un Infection Bactérienne Sévère (avant et 

après les résultats du test) sur des cas hypothétiques

� 10 pédiatres, 10 cas, 7 intervalles de valeur du marqueur



Nature des probabilités subjectives 

recueillies

� Avant : Proba(IBS|Observation)

� Après : Proba(IBS|Observation, Valeur du � Après : Proba(IBS|Observation, Valeur du 

marqueur )



Exemple de probabilités subjectives 

recueillies
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Ratio de vraisemblance implicite

� On ne sait pas si les médecins sont bayésiens et même s’ils le 

sont, comment connaître leurs probabilités conditionnelles

Proba(Valeur du marqueur|Observation,IBS) ? 

� On peut calculer un ratio de vraisemblance implicite

� Pr(Marqueur dans intervalle i|Obs,IBS)/Pr(Marqueur dans 

l’intervalle i|Obs,pas IBS)



Ratio de vraisemblance implicite

� Pr(Marqueur dans intervalle i|IBS)/Pr(Marqueur dans l’intervalle 

i|pas IBS)

= Pr(IBS|Marqueur dans intervalle i)Pr(pas 

IBS)/Pr(pas IBS|Marqueur dans intervalle i)Pr(IBS)

� Si ce ratio est très différent de 1 (plus petit ou plus grand), cela 

signifie que le médecin juge cette information précise

� Donne une mesure de l’utilisation de l’information apportée par 

le marqueur



Exemple pour deux médecins
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Recueil d’exercices sur la valeur de 

l’information




























