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Cours Incertitude, temps et information



Plan

Introduction

Structure d’'information

Propriétés de la valeur de I'information
Irréeversibilité et quasi valeur d’option



‘Monty Hall




Monty Hall

Le jeu oppose un présentateur a un candidat (le joueur). Ce joueur
est placé devant trois portes fermées. Derriere I'une d'elles se
trouve une voiture (ou tout autre prix magnifique) et derriere
chacune des deux autres se trouvent une chevre (ou tout autre prix
sans importance). |l doit tout d'abord désigner une porte. Puis le
présentateur ouvre une porte qui n'est ni celle choisie par le
candidat, ni celle cachant la voiture (le présentateur sait quelle est la
bonne porte des le debut). Le candidat a alors le droit ou bien
d'ouvrir la porte qu'il a choisi initialement, ou bien d'ouvrir la
troisieme porte.

Les questions qui se posent au candidat sont :
Que doit-il faire ?

Quelles sont ses chances de gagner la voiture en agissant au
mieux ?



Monty Hall : solution Bayesienne

Supposons choisit la porte 1, quels sont les
états de la nature possibles pour
représenter l'incertitude restante?

Etats (1,2) (Voiture en 1 et Présentateur
designe 2), (1,3), (2,3), (3,2)

Quelles probabilités?
P((1,2), (1,3))=P((2,3))=P(3,2)=1/3



Monty Hall : solution Bayesienne

Supposons choisit la porte 1, quels sont les
états de la nature possibles pour
représenter l'incertitude restante?

Etats (1,2) (Voiture en 1 et Présentateur
designe 2), (1,3), (2,3), (3,2)

Quelles probabilités?
P((1,2), (1,3))=P((2,3))=P(3,2)=1/3
P((1,2))=a.1/3 , P((1,3))=(1-a).1/3



Monty Hall : solution Bayesienne

Supposons le présentateur ouvre la porte 2.
Qu’est ce que cela signifie.

Signal qui indique gue le vrai état du monde
est soit (1,2) soit (3,2).

Révision par la regle de Bayes des

croyances
P((1,2)] ((1,2).(3,2)))=(a/3)/(a/3+1/3)=al(a+1) (=1/3 pour a=1/2)
P((3,2)] ((1,2),(3,2)))=1/(a+1) (=2/3 pour a=1/2)



Information

Signal corrélé avec le vrai état de la nature

Révision des croyances probabilistes par la
regles de Bayes

Exemples :

Pour un médecin, symptomes du patient =
signal sur la présence de maladies

Pour un géologue, couches géologigues
rencontrees par forage = signal sur la
présence de peétrole



Pourquoi la regle de Bayes

Signal = Partition de 'ensemble des états
de la nature

Argument 1. Cohérence des croyances

Si apprend E, pour F et G inclus dans E,

Pe(F)IPe (G)=P(F)/P(G)
Pe(E©)=0, Pe(E)=1

Alors pour tout F, p.(F)=P.(ENF)+ P.(ESN F)= P(ENF)

OF P.(ENF) /P, (E)=P(En F)/P(E) dONC P_(F)= P(EN F)/P(E)



‘ Pourquoit la regle de Bayes

Argument 2 : Fondement axiomatique

Axiome fgg ~g f
Implique a) pg(E°) =0
Axiome st f =g get f —g-galors f — g
Soit f un gain de 10 sur F C E.
U(f)=p(F)u(10)
'e(f) =pe(F)u(10)
Il existe x tel que ¢ - un gain de x sur E est équivalent a f conditionnelement
ak
£(f) =pe(F)u(10) = u(z) = Ug(g)
On a ausst | ~g- g
Done f ~ g, c'est & dire U(f) = p(F)u(10) = U(g) = p(E)ulz)

Done puisque pg(F) = J:(lmﬂll] _ ??:
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Biais dans le traitement des
probabilités
Exemples trouvés dans les journaux :

50 % des accidents en sport concernent le
football : le football est le sport le plus
risque!

70 % des accidents de vélo concernent des

garcons : les garcons prennent plus de
risque en vélo!



Biais dans le traitement des

probabilités
Kahneman Tversky (1972)

"A cab was involved in a hit and run accident at night.
Two cab companies, the Green and the Blue, operate
In the city. 85% of the cabs in the city are Green and
15% are Blue. A witness identified the cab as Blue.
The court tested the reliablility of the withess under the
same circumstances that existed on the night of the
accident and concluded that the witness correctly
identified each one of the two colors 80% of the time
and failed 20% of the time. What is the probability that
the cab involved in the accident was Blue rather than
Green?"



Biais dans le traitement des

probabilités

Réponse par la regle de Bayes :

P(B|b)=P(B&b)/(P(B&b)+P(G&b)
= (0,15x0,8)/(0,15x0,8+0,85x0,2)
=0,12/(0,12+0,17)
= 0,41



Biais dans le traitement des

probabilités

Réponse par la regle de Bayes :

P(B|b)=P(B&b)/(P(B&b)+P(G&b)
= (0,15x0,8)/(0,15x0,8+0,85x0,2)
=0,12/(0,12+0,17)
= 0,41

Poids trop faible accordé aux données probabilistes
initiales!
L’'inverse est aussi possible (conservatisme)



‘ Structure d’information : définition

formelle
Notations -
- ensemble des états du monde - S = {s51,... 5.}
- messages possibles : M = {m1, ..., mg}

Données probabilistes :

- prior - p(s;)

- proba conditionnelles : p(m;|s;)

- posterior : p(s;|m;)

- proba jointes : p(s;. m;)

Structure dinformation :

I = {Jf {p[:ﬂlj 5-&::'1:1}.-,1-1;‘;?:1:..}#::}}

Cas particulier : Message sans bruit p(m;|s;) = 0 ou 1
E; = {56, p(m;ls;) = 1}

{E;},—1__ partition de S




Structure dinformation : comparaison
statistique

10y

P

wstent V7, [ o > 0 tel que

o VILVip(milsi) = Y ajp(m;|s;)




Structure dinformation : comparaison
statistique

Cas particulier - Messages sans bruit
{E;},—1_ st une partition plus fine que {E7} _,




Interprétation de la notion de

statistiquement sutfisant

Comme si ¢’etait un brouillage de
I'iInformation

.
T
o ~1

??’310
e ql
(57) (m7y|s

plb pfﬂ’lj % ) P /P I| Tﬂ
m;fo

équivalent en termes de probabilités pour les messages A"




Interprétation de la notion de

statistiquement sutfisant

Les probabilités conditionnelles sont plus
dispersees avec le message statistiguement
suffisant

p(m;] 25 )p(8;)

> p(mj|si)p(s:)

agplm;) %
_ gip\my )
= E p(si|m;)

; E aiplm;)
;

pls;|my)




‘ Exemple

Example 2 S = {51,502} avec p(s1) =p(s2) =1/2
Deux structures d information :
I ={{m1,ma}.{p(mi]s1) = 11/14,p(m1[sz) = 3/14}}
I" = {{mi,m3} ,{p(mils1) = 4/7, p(mi|s2) = 3/7}}

Moindre dispersion pour le second message

p(my|sq) = 3/14 plmals1) =11/14 " propa de s,

] | | ] ] | N
I | I I I I [

p(milsa) =3/7 p(mils1) =4/7

0 1




‘ Exemple

On vérifie que I est statistiguement suffisant pour I”: on recherche aj = 0
tels que

e p(mi|s1) = aq1plimi|s1) + azp(malsy)

3

4 11 oy 3
® s01t = = Q17 — Q217

o p(mj|sz) = ar1p(mi|sa) + asip(ma|ss)

11

+ 3 3 iy L
® soit = = Q177 — Q2173

® a1+ =1

] &21+&'QQ=1

o

ﬂ:ﬂ:ﬂ Q1] = Qiag = 2,091 = Qg =

p(si|mi) = B p(s1|mg) = £, p(s1|m]) =

"o




‘ Définition de la valeur de
’information

Ensemble de choix C

Sans info -

iﬁiﬁzpfﬂﬂufﬂﬂﬂ]
Z}’J[mj}ﬁfeaéczmsi|mj}u|[f{sif}]
J i

Une défimition de la valeur de 1'information

V(I,C) = ZP{“H}iﬁiﬂg‘:ZP(ﬂdmﬂuﬂf{Sﬂ] — ~"3;£%$ZPESJHUESJ}
J ? '




‘ Valeur de 'information

Proposition 4 V(I.C) =0

Proof. Soit f* € 4 Jj_" si))et ff € ArgMax ;M u
rof. St 1€ ArgMsrS s o) 5 € ArgM S ot
vJ

Y “p(silmy)u(f (s:) = Y p(sslm;)u(f*(s:))
ZF{"’”.?}ZP{H|T”J fj (si)) = ZF’ m,;r ZF iimjlu(f(s:)) = Zp sijul f
J i

Valeur de l'information est positive, car on peut ne pas
s’'en servir

(a contrario : anxiété cf Caplin et Leahy 2001. "Psychological Expected
Utility Theory And Anticipatory Feelings __," The Quarterly Journal of
Economics, MIT Press, vol. 116(1), pages 55-79)

1




‘ Théoreme de Blackwell

Definition 5 I est plus informatwe que I" s1 pour tout ensemble de choiz C.

pour toute fonction dutilité u et pour toute prior pls;), V(I,C) > V(I* C)

1
0

Theorem 6 (Blackwell) I est plus informative que I* ssi I est statistique-
ment suffisant pour I*




‘ Preuve dans le sens facile

Proof. Dans le cas particulier des partitions, il est facile de voir que s1 {E; }j:]_ ok

est une partition plus fine que {E?}.!=1~__‘m alors la valeur de I'information est
plus grande pour la partition {E; }jzl
Soit

fi € ~1?g1fa:r2p ul f(s;))

et

fi € ArgMaz ) p(si|E7 Ju(f(s:)
Par la régle de Bayes, on a auss1 que

f- € ArgMazx E P s ul fls;)
J g fec - ( ) f( }
et

fi € ArgMaz 3 p(si)u(f(s:))

s;EEY

Que {E; }‘;r 1k soit une partition plus fine que {E[},_;  implique que
pour tout [ =1, ... m, il existe J(I) C {1,...k} tq E; C E}. Pour tout J € J(1),

Y plsiulfils:) = Y plsulf(sq)

s;eE; s;€E;




‘ Preuve dans le sens facile

Done
)
S X pleulsis)) | =
JEJ(I) \s:€E; )
\
3 (Zp Ju(fi (s = ) pls)u(f(s:)
JEJ(I) \s:EE; ) s.EEr
Done
2 (5 (mremne)) 25 (5 memor)
! JEJ(I) \s:eE; 7 s CE*

4 o &
équivalent a

prﬂij}u{fﬂ&}] > Zp'fﬂi]u{f.{*'fﬂz'”

5a

et donc V(I.C) = V(I*,C) m




‘ Suite de Pexemple

Considére un prooléme de choix de portefewlle. Soit un agent dont [ fonc-
tion d'utilité est Ufw) = —e™™. Il o la possibilité de répartir son investissement
entre un actyf risqué et un actyf non risqué. L'actif risqué peut sot rapporté (1
+r) dans Uétat sy, soit rapporté (1 - v) dans 'état 5. L actif sans risque
rapporte 1 pour 1 wvestr. St wy lo richesse mitiale.




Suite de ’exemple : en I'absence
d’information

Pour une probabilité p(s1) = p. le montant optimal A investi est solution de
Jlffmt: pe=olwotAT) _ (1 _ p)e=elwo=4r)

A== ln( ) et Lutilité espérée est égale 4 —24/p(1—p)e™" (décrois-

sante avee p(1-7p))
Sans info - p(sy) =p(sy) =1/2 et donc A =0 et l'utilité espérée est —e~**0




Suite de ’exemple : avec information

Avec structure d’info 1. la valeur de ['information exprimée en terme d utilité

ESPETEE

ViI) =

, 11 3
p(m1) (—zwfﬁ.ﬁe-w“) + p(ma) (—2

_E—{EWU [?

11 3 1
14714

11 3

14 14

Avec structure d'nfo I . la valeur de I'information exprimée en terme d utilité

espéree

V(I*) = —e~2

i v i
N-=—1
i




Propriétés de la valeur de

Pinformation

« plus informatif que » est un ordre
extrémement partiel sur les structures

d’information

voir

Athey et Levin (2001) “The value of information in Monotone Decision
problems”

Nicola Persico (2000) Information acquisition in auctions”, pp. 135-
148, 68, N1 Econometrica



Propriétés de la valeur de

I’'information
Demande pour I'information?

Lien entre aversion au risgque et
iInformation?

Radner, Roy and Joseph Stiglitz (1984), “A Nonconcavity in the Value of Informa-
tion” in Marcel Boyer and Richard Kihlstrom, eds. Bayesian Models in Economic Theory.

Amsterdam: North-Holland, pp. 33-52.

Mauvaises propriétes!



‘ Propriétés de la valeur de
'information : un exemple

L'exemple du choix de portefeuille avec une fonction CARA permet des cal-
culs explicites du consentement & payer pour ['information et permet dilluster
cette absence de "bonnes” propriété de la valeur de ['information.

Plus généralement, on considére une structure dinformation

o1 1
I = {{ﬂ1+,?n_} : {p(mﬂsl} =3 e, p(mT|sy) = 5~ E}}

EIUEE%EEEU.




‘ Propriétés de la valeur de
'information : un exemple

51 l'agent paie x pour obtenir ['information avant de faire son choix de porte-
feuille alors son utilité espérée est -

_E—a[wu—:ﬂj [2\/(% L E) _ (% o E)‘ — _E—ﬂ{wn—x‘jﬁ;l 2

Pour obtenir cette information, il est prét a payer x tel que

_E—a{wu—:ﬂ} 1 — €2 = —ag

—E

soit
—Inv/1 — €2

L

€r =

donc décroissant par rapport & a et dont la dérivée par rapport ¢ € est

dx €

e ay'l — €2

nulle en € = 0 par exemple.




‘ Information et irréversibilité

Effet irréversibilité :

Arrow, K. J. and Fisher, A. C. (1974). Environmental preservation, uncertainty, and irreversibility, Quarterly

Journal of Economics 88(2): 312-319.

Henry, C. (1974). Investment decisions under uncertainty: The irreversibility effect, American Economic
Review 64: 100612,

Jones, R. A. and Ostroy, J. M. (1984). Flexibility and uncertainty, Review of Economic Studies 51: 13-32.




‘ Information et irréversibilité : modele
simple

Modele simple -
Deux périodes avec ¢y et ¢; choix de consommation

Uler) + V(e +7eq:5)

s état de la nature {s; 5} équiprobable. U et 1" strictement concave et deux
tols difféerenctiables.

Contrainte d’irréversibilité : ¢; € [a; +oc] C R

Effet wrréversibilité - s1 le décideur s’attend a une meilleure information,
alors 1l doit adopter une décision plus flexible en premiére période.




‘ Information et irréversibilité : modele
simple

Formellement :

. . R AT .
Si pas d’'information ¢;'7 est solution de

1 1
Mazx {U(clj - ;“LEIam _ {—l-" (g +TC1:8) + §1 (co + Tr:l;§)”
1 cag|a,+oo| | £

Si information sur 'état de la nature, ¢} est solution de

| 1 1
Max [U{cl) +— Mazr Vieg+7ey;8)+ = Max Ve + TC]_;?)]

caE[a;+o0| caE[a;+ocf
Effet 1rréversibilité sigmifie -

I NI
€] = €




‘ Information et irréversibilité : modele
simple

Une notion équivalente est la quasi valeur d'option. Pour cela, on regarde la
valeur de l'information conditionnelle & une décision ¢;:

1 1
Vi) = (U[q}—— Max Viea+71e1:8)+—= Max 1-"[62—T61:§})

LegElajtoo] ca€|a;+o0|

- (U[c1 )+ Maz [%1 (ca +Te1;8) + %1 (e2 + Tffli-E:'D

ca E[a;+oo|

1 . 1
= — Max Vieas+t7ey58)+= Max Vies +7e1:5)
I e (ea 1.5) 3 st (€2 +Te€1: 8,

1. | 1.
_Eﬂg[{?_a,m[ [?ﬁ (Co + 7 cl.g) + 21 (cg -+ JC]_..E:I:|

On parle de quasi valeur d’option, s1
CARPY’
dey —

c’est a dire - la valeur de I'information s’accroit avec la flexabilité de la décision
de premiére période.




‘ Information et irréversibilité : modele
simple

Proposition 9 [l y a une quast valeur d’option et un effet irréversibilité.

Proof. Soit

cala,c1) = ArgmaxV (e + 7e1;8)
co €[a;+oc|
Cala,cy) = Argmax\V (¢4 7cq:5)
co €[as+oc|
_ 1. . 1. _
Cala,e1) = Argmax |=V (e +7c1;8) + =V (ca +7¢1;35)
crEfa+oc] 2

Supposons que cy(a,c1) = Cala,cy)et puisque V' est concave : cafa,cq) =
cala, 1) < Ta(a, c1).

Quatre pozsibilités selon la saturation des contraintes :

e (1) La contrainte est saturée dans tous les cas: cala.c1) = c2(a.c1) =
Cala,cq) =a. Alors Viey) =0.




‘ Information et irréversibilité : modele
simple

e (12) La contrainte n’est pas saturée dans le "bon " état 30 : ca(a,cq) =

Cala,c1) = a < E(a, c1) et alors la valeur de I'information est positive
i . N
Viey) = 51- (Gz(a,c1) +7e1:3) — =V (a+ 7¢1;F)
Comme les conditions d’optimalité impliquent que V' =0 en (¢35 + 7¢1;3)

1

et V" = 0en (a+ 7¢q1;F) alors la dérivé de la valeur de I'information est
o = (V' (&@+7c1;8) — 7V (a+7¢1;7)) <0
dey 2 ‘ o T
e (222) La contrainte est saturée seulement dans le "mauvais" état s: ca(a.¢1) =
a < Gala, ¢1) < Ela, 1 )et alors la valeur de I'information est aussi positive

Vier) =

2| —

A . 1., .
Viiae+7er;s) + 51- (G2 + 7¢1.F)
11’(”’+ ) ]1"['"’ F)
——V e Tc1:8) — =V (Ga L+ TC1 F
5 2 1; 5, 5" (62 1:5)
Les conditions du premier ordre impliquent

o 1 ‘
— = =7 TGl &8) <
861 5 ! I':tl—l—.'cllil_o




‘ Information et irréversibilité : modele
simple

® (iv) Aucune contrainte n’est saturée

1 1
Viey) = §V (ca +Tce55) + 51 (63 + 7¢y:3)
—EI LE? T+ TC1;§:J — EI (Ej? + TC1;§:J
et dans ce cas -
al’
i
a{?1




Principe de précaution

= Modeles cherchant a étendre fonder le
Principe de précaution

Ulph, A. and Ulph, D. (1997). Global warming, irreversibility and learning, The Economic Journal 107: 636—
650.

Gollier, C., Jullien, B. and Treich, N. (2000). Scientific progress and irreversibility: an economic interpreta-

tion of the precautionary principle, Journal of Public Economics 75: 229-253.




Comment des médecins utilisent-1ls

I'information apportée par un test?
Enjeux de I'étude :
Prise en compte des effets de contexte
Etude des comportements des praticiens

Développement de technigue d’aide a la
décision



Premiers résultats

Cadre : service de pédiatrie, decision
concernant le traitement des enfants entre 3
mois et 3 ans presentant une fievre,
utilisation routiniere d’'un marqueur (CRP)

Données recuelllies : probabilités subjectives
sur la présence d’'un Infection Bacterienne
Sévere (avant et apres les résultats du test)
sur des cas hypothétiques

10 pédiatres, 10 cas, 7 intervalles de valeur
du marqueur



Nature des probabilités subjectives
recueillies

Avant : Proba(IBS|Observation)

Apres : Proba(IBS|Observation, Valeur du
marqueur )



‘ Exemple de probabilités subjectives
recueillies

Observ 4 Observ 10
100

P(M)




Ratio de vraisemblance implicite

On ne sait pas si les médecins sont bayésiens et méme
s’ils le sont, comment connaitre leurs probabilites
conditionnelles

Proba(Valeur du marqueur|Observation,IBS) ?

On peut calculer un ratio de vraisemblance implicite

Pr(Margqueur dans intervalle i|Obs,IBS)/Pr(Marqueur dans l'intervalle
[|Obs,pas IBS)



Ratio de vraisemblance implicite

Pr(Margqueur dans intervalle i[IBS)/Pr(Margqueur dans l'intervalle
l|pas IBS)

= Pr(IBS|Marqgqueur dans intervalle 1)Pr(pas
IBS)/Pr(pas IBS|Marqueur dans intervalle i)Pr(IBS)

Si ce ratio est tres different de 1 (plus petit ou plus grand), cela
signifie que le médecin juge cette information préecise

Donne une mesure de l'utilisation de l'information apportée par le
marqueur



Titre de l'axe

50

45

40

35

30

25

20

15

10

Médecin 4

Exemple pour deux médecins

900

800

700

600

500

400

Titre de l'axe

100

Médecin 2




Quid de la valeur de 'information
pour des agents non-bayésiens
Structure d’'information sous forme de partition pose des
problemes techniques et conceptuels : regles de

conditionnement des croyances, cohérence dynamique
des préferences, valeur négative de I'information....

Autre type d’information?



Examen du paradoxe d’Ellsberg a 3 couleurs
avec arrivée d’information

Rappel du paradoxe: une urne avec 3 boules, 1 Rouge,
les deux autres Noire ou Jaune

Préfere parier sur Rouge plutét que sur Jaune et Non
Rouge plutot que Non Jaune



Information sous forme de partition

Avant de parier, on propose de tirer la boule et de
donner une indication sur la couleur de la boule tirée

« Elle est noire » ou « Elle n’est pas noire »
R

Parier sur R Gain
nl J 0
Non noire _ R 0

Parier sur J _
J Gain

N

Parier sur

Noire

n2

Parier sur J



Information sous forme de partition

Quel choix en n1? Parier sur R?

L’information n’apporte rien par rapport a parier sur
rouge tout de suite .

Parier sur R Gain
nl J 0
Non noire _ R 0

Parier sur J _
J Gain

N

Parier sur

Noire

n2

Parier sur J



Information sous forme de partition

Quel choix en n1?

Parier sur Non Jaune R Gain
nl J 0
Non noire R 0
Parier sur Non Rouge J N Gain
Parier sur NJ Gain
Noire
nz N Gain

Parier sur NR



Information sous forme de partition

Quel choix en n1? « Conséquentialisme » revient a
considérer que c’est le méme probleme que
précedemment

Parier sur Non Jaune R Gain

" /OJ< .

Non noire \OR< 0
Parier sur Non Rouge J Gain

N

Parier sur NJ Galin

Noire

n2

Parier sur NR Gain



Information sous forme de partition

Dans ce cas, avec info, cela revient a Parier sur Non
Jaune alors que I'on preférait Parier sur Non Rouge :
refuse I'information?

Parier sur Non Jaune R Gain

" /OJ< .

Non noire \OR< 0
Parier sur Non Rouge J Gain

N

Parier sur NJ Galin

Noire

n2

Parier sur NR Gain



Qu’est ce que cela signifier

Pour les Bayeésiens : c’est la preuve gu’il est irrationnel
de ne pas étre SEU

Quelle solution théorique pour un modele de préférence
non Bayésien mais sans valeur négative de
I'information? Renoncer au conséquentialisme?



Un autre type d’information

Avant de parier, on propose de tirer une boule,
d’'indiquer si elle est Noire ou non et de la remettre
ensuite dans l'urne

C’est une information qui reduit I'imprécision : a
probablement une valeur positive



Recuell d’exercices sur
Pinformation




Quelques résultats issus de 'enquéte TNS-
SOFRES

« Avaoir fait un bilan de santé dans les 5 dernieres
annees » (contrble par I'age, le sexe et I'état de santé
declare) : effet positif de I'aversion au risque et négatif
de l'aversion a 'ambiguité

Question : Vous allez acheter un téléviseur. Le vendeur vous
propose un modele en promotion, d’'une marque dont vous n‘avez
jamais entendu parler. Quelle est votre attitude ? « Vous attendez

pour obtenir plus d’information quitte & perdre la promotion » : effet
négatif de I'aversion a 'ambiguité



Quelques résultats issus de 'enquéte TNS-
SOFRES

Indiquez pour chaque source d’'information si vous la
consultez souvent, parfois ou jamais selon chacun des
sujets cites ? Pour les placements financiers, les
personnes qui n’aiment pas 'ambiguité ont tendance a
repondre plus souvent « Jamais pour les medias

specialisés »




Recuell d’exercices sur la valeur de
’information




EXERCICE (Tuwré de ['examen 2003) Bien irriguer et s'informer
Vous étes un producteur de mais dans le sud-ouest. culture qui réclame beaucoup
d'eau. On peut diztinguer deux périodes dans le développement du maiz et la produc-

tion finale par ha est égale a
1
= 100 — ———[(2000 — g1 )* + (3000 — g3 )?
m l{JD{I{]D[[ q1)” + ( q2)°]

ol g représente la quantité d’eau totale apportée par ha pendant la période £, mesurée
en m”. Cet apport peut venir des précipitations naturelles p; ou de I'irrigation 7,. ¢’est-
a-dire, g = py + 1. Les précipitations sont aléatoires avec deux valeurs équiprobahbles
1000 ou 2000 pour p1 et trois valeurs éguiprobables 1000, 2000 ou 3000 pour pa. Les
précipitations p) et ps sont des variables aléatoires indépendantes. On suppose que le
niveau d’'irrigation est une variable de choix qu peut étre décidée a chaque période
en connalssant le niveau de précipitation de la période (maiz pas celul de la période
suivante). Mais les contraintes de disponibilité d'eau pour l'irrigation font qu’il n'est
pas possible de faire un apport supérieur a 1500m® par ha au total, c’est-a-dire 7,419 <

1500.




1 51 l'irrigation n'était pas possible, quelle serait la distribution de probabilités sur la

production par ha et quelle serait la production movenne?

2 QQuelle est la politique d’irrigation optimale sachant que vous cherchez & maximiser

le rendement espéré par ha?

Huelle ezt la distribution de probahilités sur la production par ha et quelle est
la production movenne?

Quelques tuyaux pour l'irrigation:

-51 p2 = 3000, il est optimal de ne pas irriguer en deuxiéme période (22 = 0)

-51 p; = 2000, 1l est optimal de ne pas irriguer en premiére période (¢; = 0). Dans
ce cas, 1l est optimal d’irriguer au maximum en deuxiéme période s1 pe = 1000,

d'irriguer 12 = 1000 51 p2 = 2000.
-il n’est jamais optimal d’irriguer en premiére période pour plus de 1000m?.

- le zeul cas qui demande un calcul est lorsque p; = 1000. On pourra calculer une
fonetion valeur (en fonction de 7, ) en distinguant le cas ¢; < 500 du cas ¢; > 500,

et la maximiser pour trouver la valeur optimale de 77|

Au moment de décider du niveau d’irrigation en premiére période, il est possible
d’obtenir des prévisions météorologiques de long terme. Celles-c1 indiguent avec cer-
titude =1 ps sera élevée, c'est & dire égale a 3000 ou plus faible, c’ezst & dire 1000 ou

2000.

3 Quelle est la politique d’irrigation optimale 21 on utilize cette information? Quelle est
la distribution de probabilités sur la production par ha et quelle ezt la production
moyenne?

4 Comment sont affectés les résultats =1 la contrainte sur 'irrigation devient 17 + 15 <
10007




5 Commentez les résultats obtenus.

CORRIGE
1) Avec probabilité & :

¢ p; = 1000 ps = 1000 et m = 50
¢ p1 = 1000 ps = 2000 et m = 80
e p; = 1000 ps = 3000 et m = 90
e p1 = 2000 ps = 1000 et m = 60
e p; = 2000 py = 2000 et m = 90

e p1 = 2000 ps = 3000 et m = 100

s01t en moyenne 63,33

2) Dans le cas ot p; = 2000, on chowsit 11 = 0 et =1
e p9 = 1000, 29 = 1500 et m = 97,5
e p9 = 2000, 29 = 1000 et m = 100

e p9 = 300022 =0 et m = 100.




Dans le cas ou pp = 1000, 1 on chowsit 77 << 500, a1

. i . (1000—iq )2 +(500+4; )3
o py = 1000,45 = 1500 — 4, et m = 100 — 1 aiimué; =

e p2 = 2000, 45 = 1000 et m = 100 — 10001

(1000—i4)*

® py =30004; =0et m=m =100 — ‘jmrt

done conditionnellement a py = 1000, le rendement espére est

(1000 —3;)*  1(500 +1)?
100000 3 100000

100

Cette fonction est croissante en i sur I'intervalle [0, 500]
Dans le cas o p; = 1000, s1 on choizit 1000 = z; = 500, =1

e pa = 1000, i, = 1500 — i; et m = 100 — {lﬂnn—i;%‘:]-gégmﬁﬂﬂ

. _ ) (1000—i7 )2 4+(—500+4; )2
e po = 2000, iy = 1500 — i1 et m = 100 — - Hiﬁnnc:nu i1)

e p2=3000,iy = 0 et m = m = 100 — 1900=i1)

donc conditionnellement a p; = 1000, le rendement espére est

(1000 —1)*  1(500+41)®  1(—500+11)

100 = 50000 3 100000 3 100000

Cette fonction attemnt son maximum en 27 = 600.

Daone 1l est optimal dans le cas ot p; = 1000 d'irriguer au niveau 1; = 600 et &




e py = 1000, i3 = 900 et m = 86,3
e py = 2000, i = 900 et m = 98,3

e p2 =3000i2 =0etm=m=0984

En moyenne, la production est de 96, 75.

3] On peut conditionner 7; sur I'information.

Dans le cas ou p; = 1000, =1 on apprend que ps = 3000 alors on choisit 17 = 1000.

Dans le cas ot p1 = 1000, =21 on apprend que ps = 1000 ocu 2000, alors condition-
nellement & ces informations le rendement espéré est s1 on choisit 17 < 500

(1000 —i1)%2 1 (500 +i1)?
100000 2 100000

100

le maximum est en 17 = 500,
et 51 on choisit 1000 = 17 = 500,

(1000 —71)*  1(500+1)*  1(—=500+51)°
100000 2 100000 2 100000

100 —

avec un maximum en 500.
Done au total =1 pp = 1000

e p2 = 1000, i; = 500, = 1000 et m = 87,5
e p, = 2000, i; = 500, i, = 1000 et m = 97,5

e 9y = 3000,y = 100025 =0 et m = 100

En moyenne, la production est de 97, 03.




EXERCICE 1 Information et irréversibilité dans un choix d’actif

On considere un probleme de choix de portefeuille.

Ala date O :

- Il peut choisir d'investir dans un actif qui Iul rapportera de maniére certaine 2 Euro a la
date 2 pour chaque Euro investi. L’argent investi dans cet actif est bloqué jusqu’a la date 2.

- Il peut aussi choisir de garder de 'argent liquide de la date 0 & la date 1 et de la date 1 &
la date 2, mais cet argent liquide ne rapporte rien, c’est a dire quun Euro conservé en liquidité
reste un Euro a la période suivante.

- A la date 1, il peut investir dans un actif risqué: s’il investi £ Euro dans cet actif, cet actif
rapport a./z Euro. a peut prendre deux valeurs, soit a; = 20, soit az = 0. Les deux valeurs
sont équiprobables.

L’'agent est contraint d’'investir un montant positif dans les actifs. Il posséde 100 Euro
initialement. Son objectif est de maximiser son espérance de la richesse qu’il possédera a la
date 2.

1) S'il n'obtient pas d'information supplémentaire d'ici la date 1, quel est son comportement
optimal d'investissement? Calculer I'espérance de gain maximale qu’il obtient alors.

Entre la date 0 et la date 1, 'agent va apprendre la valeur exacte de a.

2) Supposons que I'agent conserve un montant [ en liquidités jusqu'a la date 1, quel est son
choix optimal d'investissement a la date 1 en fonction du signal recu?

3) Quel est son choix optimal d'investissement & la date 07 Quelle est son espérance de
gain? 51l devait payer pour cette information, quel montant maximal accepterait-1l de payer?

4) Commenter les résultats.



C'ORRECTION EXERCICE 1

1) Seit x le montant investl en actif sans risque a la date 0, y le montant investi en actif
risqué a la date 1 et = le montant conservé en hiquidité jusqu'a la date 2. z.y.x = 0 avec
x+y+ =z =100

L'espérance de gain est égale a

1 1 _.

La solution optimale est x = 93,75, y = 6,256, z = 0 avec une espérance de gain de 212 5.
2) 51 l'agent conserve un montant [ en hgquidités jusqu’a la date 1, 1l a investi 2 = wy — [ en
actif sans rizsque a la date 0. Soit y le montant invest: en actif risqué a la date 1 et z le montant
conserve en liquidité jusqu’a la date 2. y. =z = 0 avec y+ 2 = [. 51 la valeur est a1, le gain espeére
est ezal a
22420y + =

Il s’agit donc de maximizer

Mazx 2z +20,/y + (I — y)]
v

sous y = [




La solution optimale est

y = Min(100,1) =

et son gain conditionnel espéré est
2(100 — 1) + 20V/1
51 la valeur est o, le gain ezpéré est égal a
2r+z

et donc 1l est optimal de choisir y =0et z = [,

3) Le zain espéré par rapport a [ est:

9(100 — [) + % (znx./EJr E)

La solution optimale est [ = 100/9 et l'espérance de gamn est de 200 + 100/3. Le gain
d’espérance est de 200 +100/3 — 212, 5 soit 125/6.
1 Euro pavé pour de 'information coute 2 Euro en espérance de gain. Par conséquent, il est

prét a payer au plus 125/12 Euro.




Exercice Un docteur a a sa dizposition deux medicaments contre une meme
maladie. Le médicament A qu’il connait bien a un taux de succés de 50%.
Le medicament B, qui est nouveau sur le marche a un taux de succes encore
inconnu. La moitié des essais clinigues a trouvé un succés de 809, 'autre moitié
a trouve un taux de succes de 10% seulement. Cette différence peut étre due &
des proprietés non identifiées des populations testées.

Le médecin souhalte maximizer le nombre espéré de patients guéris. Montrer
que 5’1l fait face & un unique patient, il préfere utilizé le médicament A. Quelle
est 2a strategie optimale 21l fait face & deux patients?




Exercice

Il s'agit de conszeilller un chasseur de trésor dans ses recherches. Le probléme
est le sulvant:

- un tréscr a ete caché dans une caverne sous-marine,

- a priori. il v a deux zones ol ce trésor a pu étre caché: dans la zone A, on
galt qu’ll v a J cavernes sous marine, dans la zone B, 1l v en a 4,

- en termes probabilistes, les deux zones sont equiprobables et au zein de
chague zone, les cavernes zont également equiprobables.

1) Sachant que le chasseur ne peut faire qu'une seule tentative dans une
caverne (contrainte imposée par ses movens en oxygene), que lui conseillerez-
vous pour maximiser ses chances?

Le chaszeur a des phoques apprivoizsés. Un phoque peut permetire une
prospection prealable. En effet, les phoque sont affameés et si un phoque est
lache sur une zone, 1l plongera vers une caverne pour attraper un congre. Mlais
une fois rassasie, le phoque ne replonge plus. La direction prise par le phoque
donne l'information sur la caverne vers laquelle le phogue va trouver un con-
gre. (Quand plusieurs congres sont disponibles, le phoque choisit de maniere
equiprobable. 51l n'yv a aucun congre dans aucune caverne, le phogue ne plonge
paz. 51 plusieurs phoques plongent simultanément en direction de la méme cav-
erne, un seul phogue mange le congre et les autres replongent ensuite vers une
autre caverne &l il reste des congres sur la zone. Quand les phoques zont laches
simultanement, leur comportement est independant.

Une fols les phoques utilises, le chasseur effectue sa tentative.

Or initialement, pour les deux zones. 1l v a un congre dans chaque caverne
ol il n'y a pas le tresor. Dans la caverne ou il v a le tresor, il n'yv a pas de




congre.

2} Si le chasseur a un seul phoque, ou lui conseillez-vous de lacher le phoque?
@Quel surcroit de probahilité cela permet?

3) Si le chasseur a deux phogues, gue lui conseillez-vous? (les lacher simul-
tanément ou sequentiellement?, sur quelle zone?..) (Quel surcroit de probabilite
I'utilisation de deux phogues permet? Traiter le caz ou le chasseur a trols pho-
ques.




Exercice

Chowx wrréversible ef information
Un agent fait face a un probléeme de décizion sequentiel dans un contexte d'incertitude.
Deux états du monde sont possibles, =, et 2,5, et ils sont équiprobables: p(s, ) =
plsa) = 1/2. L'agent doit choisir une premiére fois en premiére période entre
deux actes x et y et doit de nouveau choisir en zeconde periode danz un ensem-
ble de choix qui est conditionnel & son choix initial - 271l choisit x en premiere
periode, 1l a le choix entre x et y en seconde periode, 571l cholzit y en premiere
période. il est contraint de choisir y également en seconde péricde. (On peut
par exemple interpréter ces choix comme des choix technologiques, le cholx de
la technologie = en premiére pericde permettant d’en changer en seconde péri-
ode, ce que ne permet pas le choix de y). L'agent cumule les gaing sur les 2
periodes et son objectif est de maximiser U'espérance de ces gains cumulés. Les
technologies rapportent les gains sulvants en cas d'adoption:

Periode 1 Periode 2
T 0 T 81 51 et 05l 5,
y 2 2 51 81 OU 82

Entre la premiere et la deuxieme période, 'agent recoit de 'information. On
considere les 4 situations d'information sulvantes -

a) 'absence d’information.

b} I'information parfaite,

c_] une structure d'information bruitée M = {mhmg} avec les corrélations
entre signaux et états du monde p(mq | 51) = %, plmy | 82) = %
d) une structure d’information bruitée M* = {m}. mj} avec les corrélations

entre signaux et etats du monde p(m7j | 51) = 7, p(mi | 52) = ﬁ

[
[

=]
=




1) Comparer les structures M et M~ en termes de finesse statistique.
2} Quel est le comportement optimal de I'agent dans les situations a) et b)

3) Calculer les probabilités p(s; | my), p(s1 | ma), ainsi que p(s; | my), pls1 |
m3 ), et les probabilites d’obtenir lez differents messages. En deduire, condition-
nellement au message recu, le cholx optimal de seconde periode.

4) Quel est le comportement optimal de I'agent dans les situations c) et d|
7 Caleulez la valeur de N'nformation dans ces cas.
Commentez zuccinctement les resultats trouves,




